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Cosa ¢ la teoria dei giochi

La teoria dei giochi € un insieme di strumenti di previsione dei risultati
dell'interazione di agenti ogni qual volta I'azione di un agente influenza
direttamente il premio (benessere, utilita o profitto) degli altri agenti che
partecipano al gioco.

La teoria dei giochi € particolarmente utile quando il numero di agenti &
piccolo, cioe quando 'azione di un agente puo avere un effetto significativo
sui premi degli altri agenti.

La teoria dei giochi € molto utile per analizzare industrie che consistono in
un piccolo numero di imprese in concorrenza, in quanto ciascuna azione,
scelta del prezzo, della quantita da produrre, degli investimenti in Ricerca e
Sviluppo (R&S), delle tecniche di marketing, ha un effetto significativo sui

profitti dei concorrenti
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Come si rappresenta un gioco

Lanalisi si concentra sui giochi non cooperativi. Due tipi di

rappresentazioni:
@ giochi in forma normale: i giocatori fanno le scelte simultaneamente

@ giochi in forma estesa: i giocatori fanno le scelte in diversi periodi di

tempo.
Si distingue anche tra:
@ azioni pure: il giocatore sceglie una sola azione dall'insieme delle azioni
disponibili:
@ azioni miste: in cui il giocatore assegna una probabilita alla scelta di

una certa azione.
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Cosa & un gioco

Sono tre gli elementi che definiscono un gioco:
@ linsieme N dei giocatori elencati in /= {1,2,.... N}
@ Ogni giocatore i ha un insieme di azioni A’ = {a},a),...,ah}. La lista
delle azioni scelte rappresenta il risultato del gioco

© Ogni giocatore ha una funzione dei premi (payoff) =/ che assegna un

numero reale 7/(a) ad ogni risultato del gioco.

Per chiarire il senso di cid facciamo un esempio.
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Rappresentazione di un gioco

USA
Guerra Pace

Guerra | 1 1 3 0
IRAQ

Pace 0 3 2 2




Introduzione Dilemma del prigioniero

0000@000 0000000000

giocatori

000

Giochi di coordinamento

Equilibrio di Nash
000000

Rappresentazione di un gioco

Forme estese
000000000000

——— USA

Guerra

~1IRAQ

Guerra

1 1 3

Pace

0 3 2




Introduzione Dilemma del prigioniero

00000800 0000000000

giocatori

azioni

000

Giochi di coordinamento

Equilibrio di Nash
000000

Rappresentazione di un gioco

Forme estese
000000000000

——— USA

Guerra Pace

Guerra | 1 1 3 0
~IRAQ ——

Pace 0 3 2 2




Introduzione Dilemma del prigioniero
00000080 0000000000

giocatori

azioni

Giochi di coordinamento

Equilibrio di Nash

Rappresentazione di un gioco

Forme es

tese

——— USA

Guerra Pace
Guerra | 1 1 3 0
~IRAQ ——
Pace 0 3 2 2
— - Pl

payoff (TT)




Introduzione
0000000®

giocatori

azioni

risultati

Giochi di coordinamento

Equilibrio di Nash

Rappresentazione di un gioco

——— USA

Guerra Pace
Guerra | 1 1 3
~IRAQ ——
Pace 0 3 2
— - Pl

payoff (TT)




Dilemma del prigioniero
®000000000

Dilemma del prigioniero

Il gioco rappresentato € noto con il nome di Dilemma del prigioniero, dove
le azioni sono confessare e non confessare.

Al momento non ci interessa se i giochi rappresentati siano realistici, ovvero
si osservino nella realta.

Piuttosto ci chiediamo se assumendo che i due paesi si comportino come
descritto nel gioco, che risultato dobbiamo aspettarci, cioé se si avra guerra o

pace.
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Concetto di equilibrio

Il risultato di un gioco ¢ la lista di strategie scelte dai giocatori:

a=(ay,...a...,an) con N giocatori,
oppure anche usando un’altra
notazione: a=(a,a’)
unastrategiadettadominantese, INDIPENDENTEMENTEdallestrategiedeglialtrigiocat

massimizza sempre i payoff del giocatore. Ovvero se:

n'(&,a") > n'(a,a") per ogni a'.
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Equilibrio con strategie dominanti

USA

Guerra Pace

Guerra | 1 1 3 0

IRAQ
Pace 0 3 2 2

Verifichiamo se esiste una strategia dominante. Cosa fa ciascun giocatore

indipendentemente dall’altro, ovvero data una scelta dell’altro
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Equilibrio con strategie dominanti
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Guerra
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Guerra
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Data la scelta di IRAQ di fare GUERRA (ombreggiamo PACE che per ora non

ci interessa). Quale sarebbe la scelta ottima di USA? (Mentimeter 452863)
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Equilibrio con strategie dominanti

USA
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Pace 0 3 2 2

IRAQ

Se IRAQ sceglie di fare PACE (ombreggiamo GUERRA), quale ¢ la scelta
ottima di USA? (Rispondi su Mentimeter 452863)
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Equilibrio con strategie dominanti

USA

Guerra Pace

v | 0[] 2 @

Stesso ragionamento per le decisioni di IRAQ, date le scelte di USA.

IRAQ
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Equilibrio con strategie dominanti

USA

Guerra Pace

Guerra | 1 1 3 0
IRAQ

Pace 0 3 2 2

Un risultato (&',...,4 ..., 3") & un equilibrio con strategie dominanti (SD)
se & & una strategia dominante per ciascun giocatore. Quale & I'equilibrio?

(Rispondi su Mentimeter) 452863.
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Equilibrio con strategie dominanti

P ( Guerra) Pace
4 N —F—

( Guerra ) 1 1 3|0
IRAQ P+
Pace 0 3 2 2

(a'f,al%) = (GUERRA, GUERRA) & un equilibrio con strategie dominanti
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Battaglia dei sessi

Marta
Opera (w) Calcio (¢)

Opera (w) | 2 1 0 0

Antonio
Calcio (¢) 0 0 1 2

Il gioco rappresenta la scelta di Marta e Antonio che scelgono
(non-cooperativamente) cosa fare stasera. Quali sono le preferenze di Marta
e Antonio? Si andra all’opera oppure a vedere la partita di calcio? Andranno

ciascuno per conto loro oppure insieme? (Mentimeter)
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Battaglia dei sessi

Marta
Opera (w) Calcio (¢)
Opera (w) | 2 1 0 0

Antonio
Calcio (¢) 0 0

E’ facile notare che c’e€ un vantaggio per entrambi ad andare insieme. Marta
ama il calcio e Antonio I'opera, ma entrambi hanno un payoff maggiore
stando insieme a vedere lo spettacolo che non amano, piuttosto che andare

da soli allo spettacolo che amano. Giochi di coordinamento. Non esiste un

equilibrio con strategie dominanti.
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Giochi di coordinamento

Nei coordination games i due giocatori preferiscono fare la stessa scelta
piuttosto che scelte diverse.

Nelle industrie troveremo questi giochi nel caso degli standard, in cui i
produttori devono accordarsi per produrre tutti rispettando lo standard.

Ad esempio lo standard Blu-ray disk, i CD-Rom, il sistema televisivo PAL, il
GSM oppure il 5G, etc.

Ci sono molte situazioni in cui le imprese pur agendo non-cooperativamente
devono accordarsi sugli standard da utilizzare, oppure accettarli, se scelti da
altri. Largomento sara oggetto di studio quando analizzeremo I'adozione di

tecnologia.
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Equilibrio di Nash

Un risultato a* = (&j, a5, aj) € un EQUILIBRIO DI NASH (NE) se nessun
giocatore ottiene un beneficio a modificare strategia date le strategie degli
altri giocatori
ovvero dato che tutti gli altri giocatori non modificano le loro strategie scelte
nell’equilibrio di Nash. Quindi nel NE avremo che:

ni(ay,at) > n'(a,a ;)
Un equilibrio con strategie dominanti € anche un equilibrio di nash, ma un NE

non necessariamente € un equilibrio con SD.
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Equilibrio di Nash multipli

Per esempio la battaglia dei sessi. Consideriamo il risultato OPERA, OPERA:
dato che Marta sceglie “OPERA” per Antonio € ottimale scegliere “OPERA”,
oppure dato che Antonio sceglie “OPERA” per Marta & ottimale scegliere
“OPERA”.

Considerando il risultato CALCIO, CALCIO possiamo fare lo stesso discorso.
TA(w,w) =2>0=714(¢,w)

mAw,w)=1>0=7aM¢,w)

entrambi scelgono OPERA, oppure entrambi scelgono CALCIO.
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Battaglia dei sessi dieci anni dopo

Marta
Opera (w) Calcio (¢)
Opera (w) | 2 0 0 2
Antonio
Calcio (¢) 0 1 1 0

Cosa € successo a Marta e Antonio?

Forme estese
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Battaglia dei sessi dieci anni dopo

Marta
Opera (w) | Calcio (¢)

Opera (w) 2 0 0 2

Antonio
Calcio () 0 1 1 0

Probabilmente, dopo anni di matrimonio Marta si € stancata di passare il
tempo con Antonio. Mentre Antonio ha ancora piacere a stare con Marta. In

questi casi si determina una non esistenza dell’equilibrio.
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Non esistenza del NE

Marta
Opera (w) Calcio (9)

Opera (w) | 2 0 0 2

Antonio
Calcio (¢) 0 1 1 0

Per dimostrare la non esistenza dell’'equilibrio & sufficiente osservare che in
ciascuno dei 4 risultati almeno un giocatore ha incentivo a cambiare strategia
(ha una deviazione profittevole).

Detto diversamente: un risultato non € un equilibrio se almeno un giocatore
ha una deviazione profittevole. Viceversa un risultato & un equilibrio se

nessun giocatore ha una deviazione profittevole.
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Funzioni di risposta ottima

DEFINIZIONE:
in un gioco con 2 giocatori la FUNZIONE DI RISPOSTA OTTIMA del
giocatore i & la funzione R/(&') che per ogni data strategia & del giocatore j

individua una strategia a = R/(&) che massimizza il payoff del giocatore i.
PROPOSIZIONE:

Se a* & un Equilibrio di Nash — af = R/(a* ;) per ogni .

Gli equilibri di Nash si trovano sempre sulle funzioni di risposta ottima dei

giocatori e si ottengono dall’incontro delle funzioni di risposta ottima.



Forme estese
®00000000000

Giochi in forma estesa

Gioco del PILOTA e del TERRORISTA. Dirottamento di un aereo diretto a

Londra, con minaccia di far saltare I'aereo.

U}

(1) il pilota muove

LONDRA

()

an
LIBIA

NON BOMBA: t°=2 7t'=0

BOMBA: tP=-1 7t'=-1
NON BOMBA: t°=1 7©'=1

BOMBA: tP=-1 7t'=-1

(1) il terrorista muove
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(1) il pilota muove
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Giochi in forma estesa

LONDRA

(n

an
LIBIA

NON BOMBA: tP=2 7t'=0

BOMBA: tP=-1 7tT=-1
NON BOMBA: tP=1 7'=1

BOMBA: tP=-1 7t'=-1

(I) il terrorista muove

DEFINIZIONE: una strategia per il giocatore i (indicata con s') & il piano

completo (lista) di azioni, un’azione per ogni nodo decisionale.
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(1) il pilota muove
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Giochi in forma estesa

LONDRA

(i

an
LIBIA

NON BOMBA: t°P=2 7t'=0

BOMBA: tP=-1 7t'=-1
NON BOMBA: tP=1 7'=1

BOMBA: tP=-1 7t'=-1

(1) il terrorista muove

Il Terrorista ha 4 strategie possibili in quanto ha 2 azioni (B, NB) in 2 nodi

decisionali (II) Li, (I1) Lo.

Il P ha 2 scelte in un nodo (l). Quindi il gioco ha 8 possibili risultati.
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Equilibrio di perfezioni nei sottogiochi

Come si ricerca I'equilibrio? Per rispondere occorre valutare se qualcuno dei
possibili equilibri non & ragionevole.

Occorre affinare il concetto di NE in modo che soddisfi tutti i vincoli della
nozione di NE e che abbia alcune restrizioni aggiuntive.

Questa nuova nozione di equilibrio puod essere utile per selezionare un
insieme piu piccolo di risultati, escludendo alcuni NE indesiderati.
Indesiderati in che senso? Nel senso che alcuni NE non sono in grado di
evidenziare la capacita del pilota di prevedere che il terrorista non ha

incentivo a far esplodere la bomba in nessuna delle due destinazioni.
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Equilibrio di perfezioni nei sottogiochi

Occorre raffinare il concetto di equilibrio di Nash per escludere quelle
situazioni non ragionevoli, o, in altre parole, per evidenziare le MINACCE
NON CREDIBILI.

Si cerca un concetto di equilibrio che esclude i risultati in cui il terrorista
vincola se stesso a mettere la bomba, perché tale scelta non & credibile.
Lequilibrio deve essere tale per cui il giocatore che muove per primo (pilota)
deve poter calcolare le risposte dell’altro giocatore alle sue scelte, e quindi
tenerne conto. Il primo giocatore pud cosi limitare il set delle azioni che

portano ad un payoff piu alto.



Forme estese
000008000000

Induzione a ritroso

Per trovare I'equilibrio occorre suddividere il gioco nei sottogiochi e
considerare poi il sottogioco costituito dall’intero gioco escludendo i rami

"potati”.

NON BOMBA: t°=2 7'=0
LONDRA

@) Lo
BOMBA: tP=-1 ©'=-1

. NON BOMBA: tP=1 7'=1
any Li
LIBIA

BOMBA: tP=-1 n'=-1

Nel primo sottogioco (volati a Londra) il terrorista "muove” e la scelta ottima e
NON BOMBA. Nel secondo sottogioco (volati in Libia) la scelta ottima del
terrorista € sempre NON BOMBA.
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Induzione a ritroso

NON BOMBA: tP=2 n™=0
LONDRA

() Lo
BOMBA: tP=-1 n’=-1

. NON BOMBA: tP=1 ='=1
any Li
LIBIA

BOMBA: tP=-1 7tT=-1

| risultati {Londra, BOMBA} e {Libia, BOMBA}, costituiscono minacce non
credibili e quindi vanno escluse (e quindi i relativi rami “potati”).
Proseguendo a ritroso al primo stadio il Pilota decidera tenendo conto dei

rami “potati” e nella sua scelta non considerera quei risultati.
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Equilibrio di perfezione nei sottogiochi

DEFINIZIONE:

un risultato si definisce un EQUILIBRIO DI PERFEZIONE NEI
SOTTOGIOCHI (SPE) se comporta un equilibrio di Nash in ogni sottogioco
del gioco originale.

In particolare un SPE deve essere un NE per il gioco originale (senza i rami
“potati”), in quanto sottogioco anch’esso.

NON BOMBA & NE in ogni sottogioco. Con I'induzione a ritroso si trova che

(Lo, (NB, NB)) € NE e quindi un equilibrio di perfezione nei sottogiochi unico.
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Un esempio

(1,5;1,5)

(1;1)

(051)
(3:3)

(4;0)
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Un esempio

(1,5;1,5)

(1;1)

(051)
(3:3)

(4;0)



Introduzione Dilemma del prigioniero Giochi di coordinamento Equilibrio di Nash Forme estese
00000000 0000000000 000 000000 000000000080

Un esempio

(1,5;1,5)

(1;1)
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Un esempio

(1,5;1,5)

(1;1)
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